Teoremi ed esercizi di Analisi 2 www.velichkov.it

Funzioni differenziabili

CONVERGENZA UNIFORME
Definizione 1. Sia K un insieme in R e G : K — R™ una funzione. Definiamo
|Gl (k) := sup |G(x)].
€K
Definizione 2. Sia K C R? un insieme fissato e sia F, : K — R™ una successione di funzions.

Diciamo che la successione di funzioni F,, converge uniformement alla funzione Fyoo : K — R™ se per
ogni € > 0 esiste una costante N > 0 tale che

HFn—FOOHLoo(K)Ss per ogni  n > N.

Definizione 3. Sia K C R? un insieme fissato e sia Fy, : K — R™ una famiglia di funzioni che dipende
dal parametro r > 0. Diciamo che F,. converge uniformement alla funzione Fy : K — R™ se per ogni
e > 0 esiste 6 > 0 tale che

I Fr — Follpee () <€ perogni 0 <r <.

CONTINUITA
Proposizione 4. Sia F : R — R una funzione. Per ogni xog € R? consideriamo la famiglia di funzioni
F.:By =R, F.(z)=F(xo+rz).
Dimostrare che sono equivalenti:

(i) La funzione F ¢é continua in xg.
(ii) Perr — 0, la famiglia F, : B — R converge uniformemente in Bi alla funzione costante

Fo(z) = F(zo) per ogni x € R%.

Dimostrazione: Supponiamo che la funzione FF NON sia continua in xg. Allora esiste una successione
di x, — g tale che
|F(zy) — F(zo)] > >0 perogni n.

Consideriamo 7 > 0. Allora

. Tp — 0
Siccome x,, — o, per n abbastanza grande ———— € By. Ma allora,
T

IF = F@o)lle(sy) 2 [Fr(Z—2) = F(ao)| > e.

Di conseguenza, F,, NON converge uniformemente in B; alla funzione costante F'(zg).

Viceversa, supponiamo che la famiglia F,, NON converga uniformemente in B alla funzione costante
F(zp). Allora, esistono

— una successione r, — 0,

— ed una successione di punti z,, € By,
tali che

|F, (xn) — F(0)| > perogni n.
In particolare,
| () — F(w0)| = |F (20 + rpan) — F(xo)| > e.

Siccome xg + 1T, converge a xg, abbiamo che F' non ¢ continua in x. O



DIFFERENZIABILITA
Proposizione 5. Sia F : R — R una funzione. Per ogni xog € R? consideriamo la famiglia di funzioni
F,:Bi >R, Fi(z)= %(F(mo torz) — F(x0)> .

Dimostrare che sono equivalenti:

(i) Perr — 0, la famiglia F, : B — R converge uniformemente in By alla funzione lineare

L(z)=v-x perogni zeR%
dove v € R? ¢ un vettore fissato.
(ii) Nel punto zo la funzione F ha uno sviluppo di Taylor al primo ordine:
F(z +x0) = F(x0) + v (z — 20) + o(|z — 0l),

ovvero . ‘F(x) — (F(z0) +v - (z — xo))‘

=0.
z—T |z — x|

Dimostrazione: Supponiamo che la famiglia F,. NON converga uniformemente in B; alla funzione
L(z) = v-z. Allora, esistono una successione r,, — 0 ed una successione di punti x,, € By, tali che

|Ey, (xy) —v-x,| >¢€ perogni n.

In particolare,

(F(xo V) — F(wo) — v - (rain)

<

|7n s
QuindiF' non e sviluppabile al primo ordine in xg.

Supponiamo che la funzione FF NON abbia lo sviluppo di Taylor al primo ordine in xg. Allora esiste
una successione di z,, — xg tale che

’F(mn) — (F(z0) + v - (zn — xo))‘

|z, — 0|

>e¢>0 perogni n.

Sia r > 0. Allora

F(x,) — F(xo) = F(xo + 2y — x0) — F(10) = F(azo 4 pln ; xg) — F(zg) = TFT<$TL ; CEO).

Si ha quindi

‘TFT(@)_U'(%L—%)’ r Tp—T Ty — T
e < = Fr(n 0)—1}- n O‘.
|z, — 20| |z, — 0] r r
Scegliendo
rn = 2|2, — 0],
abbiamo che
Tp — T Tp — T Tp— T € )
n OEB1 e Fr<n 0)—1}- n O‘>f per ogni n € N.

Tn Tn Tn 2

Di conseguenza, F,, NON converge uniformemente in B; alla funzione lineare L(z) = v - x. O



FUNZIONI DIFFERENZIABILI - DEFINIZIONE

Definizione 6. Sia Q C R? un aperto e F : Q — R una funzione. Diciamo che F ¢ differenziabile nel
punto xo € Q se e solo se esiste un vettore v € R? tale che

F(z) = F(z9) +v - (z —x0) + o]z — z0).

DERIVABILITA E GRADIENTE DI UNA FUNZIONE DIFFERENZIABILE

Proposizione 7. Sia Q C R? un aperto e F : Q — R una funzione differenziabile nel punto (g, o) € €,
ovvero tale che

F(z,y) :F($07y0)+v'(fﬂ—wo,y—yo)+0(‘(9C—$07y—yo)|>,

per un qualche vettore v = (a,b) € R?.

Allora F ¢ derivabile in (x0,y0), ovvero esistono le derivate parziali

oF T F(ﬂfo + ta yO) - F(x(]v yO)
B (0 v0) = iy i
OF . F(x0,y0 + 5) — F(x0, y0)
87(:60"%) = lg’% s :
Inoltre,
OF OF

a. ) = . ) = ba
Oz (z0,y0) = a € By (05 0)
o0 in altri termini v é il gradiente di F' in (zo,yo):

v = VF(:L’o,yo).

FUNZIONI NON DIFFERENZIABILI

Proposizione 8. Sia F': R? — R una funzione 1-omogenea e tale che F(0) = 0. Allora F ¢ differen-
ziabile in zero se e solo se

Flz)=v-z
per un qualche vettore v € R?.

Esercizio 9. Trovare una funzione F : R — R, 1-omogenea e continua, ma non differenzaibile in zero.

Esercizio 10. Trovare una funzione F : R? — R, 1-omogenea e continua, ma non differenzaibile in
Z€r0.

Esercizio 11. Quali delle funzioni sequenti sono differenziabili in zero ¢
(1) a2y +y°
(2) va? +y?

3) 7%

x2 +y2

3

4) 2y
W T

(5) &
Esercizio 12. Sia P € R[x,y] un polinomio 2-omogeneo. Dimostrare che la funzione
P(z,y)

F(xay) =

e continua, ma non ¢ differenziabile in zero.

Le soluzioni degli esercizi 9-12 si trovano alla pagina successiva.



SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI DELLA PAGINA PRECEDENTE

Soluzione Es.9 Per esempio F(z) = |z|.

Soluzione Es.10 Per esempio F(z,y) = /22 + y2.

Soluzione Es.11
(1) La funzione & differenziabile in zero perché xy + y* = o(y/22 + y?2).

(2) La funzione non & differenziabile in zero perché & 1-omogenea, ma non ¢ lineare. (Perché non &
lineare ?)

(3) La funzione non ¢ differenziabile in zero perché & 1-omogenea, ma non ¢ lineare. (Perché non ¢
lineare ?)

(4) La funzione ¢ differenziabile in zero perché & o(/x? 4 y?).

(5) (3) La funzione non ¢ differenziabile in zero perché ¢ 1-omogenea, ma non é lineare. (Perché non &
lineare ?)

Soluzione Es.12
e Verificare che la funzione F' ¢ 1-omogenea.
e Mostrare che se P(z,y) = (az + by)\/x2 + 42, allora P(z,y) = (azx + by)(cz + dy).
e Dedurre che (cx + dy)? = 2% + %

e Mostrare che I'uguaglianza del punto precedente non & possibile.



FUNZIONI DIFFERENZIABILI - ESERCIZI 1

Esercizio 13. Consideriamo la funzione F : R? — R

Ty
2 2
Fz,y) =4 V& 1Y

0 se (xz,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.

(e) Per ogni (z,y) € R?, la funzione
t — F(tx,ty)

e derivabile in zero.

(f) F é continua in zero.

Esercizio 14. Consideriamo la funzione F : R? = R

x|yl
F(z,y) = { V&2 +y?

0 se (z,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.

(e) Per ogni (z,y) € R?, la funzione
t— F(tx,ty)

e derivabile in zero.

(f) F ¢é continua in zero.

Esercizio 15. Consideriamo la funzione F : R? — R
Ly

2 2
Fz,y) =4 % 1Y
0 se (z,5)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?

(a) F ¢é derivabile in zero.



(b) VF(0,0) = (0,0).

(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F é continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 16. Consideriamo la funzione F : R? = R
xy?
Fla,y)=q % TV

0 se (z,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F é continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 17. Consideriamo la funzione F : R? — R
2y
Fla,y)=q % v

0 se (z,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione ¢ differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 18. Consideriamo la funzione F : R? - R
w2y?

F(z,y) = ¢ #2407

0 se (z,y9) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?

(a) F ¢é derivabile in zero.



(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 19. Consideriamo la funzione F : R? — R
xy? — ya?
2 .2
Flz,y)=4{ ¥ TV
0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) F ¢ differenziabile in zero.
(c) F ¢ di classe C' in R?
(d) F ¢ di classe C? in R?
(e) OryF(0,0) = 0y, F(0,0).

Esercizio 20. Consideriamo la funzione F : R? — R
y* V7]

F(z,y) = 22+

0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F ¢é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione ¢ differenziabile in zero.
(e) F ¢ continua in zero.

(f) F ¢ limitata in By.

FUNZIONI DIFFERENZIABILI - ESERCIZI 2

La seguente proposizione potrebbe essere utile negli esercizi seguenti.
Proposizione 21. Siano F:RY - R e G : R* - R due funzioni tali che
F(z) = G(z) = o|z]).

Dimostrare che F' ¢ differenziabile in zero se e solo se lo e G.



Esercizio 22. Consideriamo la funzione F : R? — R
y? sinx

Fla,y)={ 7 +v°

0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F ¢ derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F ¢ continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 23. Consideriamo la funzione F : R? = R
sin(zy)

Flz,y) = ¥+

0 se (z,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione é differenziabile in zero.
(e) F ¢ continua in zero.

(f) F é limitata.

Esercizio 24. Consideriamo la funzione F : R? = R
re T s w) £ 00)
0 se (x,y)=1(0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?

(a) F é derivabile in zero.

(b) VF(0,0) = (0,0).

(¢) 1l gradiente in zero non é definito.

(d) La funzione é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.

(f) F é limitata.



FUNZIONI DIFFERENZIABILI - ESERCIZI 3

Esercizio 25. Consideriamo la funzione F : R? — R
22y

F(z,y) = 2?4yt

0 se (z,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F ¢é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) F é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.

Esercizio 26. Consideriamo la funzione F : R? = R

l‘y2

—— se (x,y 0,0
O == O
0 se (z,y)=(0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?

(a) F é derivabile in zero.

(b) VF(0,0) = (0,0).

(¢) 1l gradiente in zero non é definito.

(d) F é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.

Esercizio 27. Consideriamo la funzione F : R? — R

Iy3

F(z,y) = ©*+'
0 se (z,y)=1(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?
(a) F é derivabile in zero.
(b) VF(0,0) = (0,0).
(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) F é differenziabile in zero.

(e) F ¢ continua in zero.



